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W niniejszym artykule chciatbym rozwazy¢ tytulowe zagadnienie. Poniewaz
ma ono charakter bardzo ogélny 1 przez to trudno dojs¢ do uzasadnionych
konkluzji, postanowitem ten ogoélny problem przestawi¢ w postaci tzw. case
study.

W tej pracy zaktadam dla uproszczenia, iz filozofig matematyki klasycznej
(lub matematyki oficjalnej) jest platonizm." Gtéwna teze pracy mozna
sformutowa¢ nastgpujaco: matematyka (i filozofia) intuicjonistyczna nie jest
sprzeczna z matematyka (i filozofia) klasyczna, lecz sa kompatybilne.?

Plan jest nastepujacy: najpierw sformutuj¢ poglad, ktory krytykuje, nastepnie
pokaze sposob w jaki matematyka klasyczna (dalej skrot MKL) dochodzi do
lematu Koniga, pozniej pokaze w jaki sposob dochodzi matematyka
intuicjonistyczna (dalej MINT) do sformulowania twierdzenia o wachlarzu, na
koniec na przyktadzie tych twierdzen sprobuje zrealizowaé (przynajmniej

czegsciowo) teze gtowng referatu.

1. Skad bierze si¢ obiegowe przekonanie, ze pomigdzy MKL 1 MINT zachodzi
sprzecznos¢. Troelstra 1 van Dalen uwazaja, ze jest to wynikiem zbytniego
wyeksponowania tzw. sfabych kontrprzykiadow (weak counterexamples)

Brouwera (1908). Owe przyktady mialy za zadanie pokaza¢ ograniczone

! Pewna charakterystyka tego terminu, jak i intuicjonizmu zostanie cze$ciowo dokonana w dalszej czesci, choé
zaktadam, ze Czytelnik dysponuje jakims$ ich rozumieniem.

% Niech kompatybilne znaczy zdolne do wspdlpracy w sensie, ktory powinien staé si¢ jasny na podstawie
dalszych rozwazan.



zastosowanie niektorych regul logiki klasycznej, na przykltad prawa
wylaczonego srodka. Uwazam jednak, ze istnieje uproszczone wnioskowanie,
ktore ma dodatkowo uzasadnia¢ wspomniang sprzecznos¢. Oto jego zarys:

o Matematyka jest jedna.

e Matematyka posiada jedng metode.

e Matematyka posiada jeden zbidér zdan prawdziwych (oznaczmy go

symbolem Dow).

e Istnieje zdanie matematyczne A, majace nastgpujace cechy:

a) Niektorzy matematycy (MKL) sadza, ze A posiada dowdd.

b) Niektorzy matematycy (MINT) sadza, ze A nie posiada dowodu.

c) Owym zdaniem jest lemat Koniga.’

Zatem: A jest elementem Dow i rOwnocze$nie A nie jest elementem Dow.

2. Przytocze obecnie dwa sposoby prowadzace do sformutowania lematu
Koniga w MKL. Poprzedze je paroma uwagami natury historycznej. Autorem
lematu jest Dénes KOnig ur. 21 wrzesnia 1884 w Budapeszcie, Wegry; zm. 19
pazdziernika 1944 w Budapeszcie. Byl synem matematyka Gyula (Juliusa)
Koéniga (1849-1913). Lemat opublikowal w pracy Uber eine Schlussweise aus
dem Endlichen ins Unendliche, Acta Litt. Ac. Sci. Hung. Franz Josep.,
3(1927) ss. 121-130. Jest autorem ksigzki ’Theorie der Endlichen und
Unendlichen Graphen: Kombinatorische Topologie der Streckenkomplexe’,
Leipzig, Akad. Verlag 1936, ktéra uchodzi za pierwszy w historii matematyki

podrecznik z teorii grafow.*

2.1 Pierwszy sposob:

® Dodatkowym smaku dodaje to, ze matematycy MINT uznajg inne zdanie, ktore z punktu widzenia MKL jest
rownowazne zdaniu A.

* Jak wida¢ pisze roznie nazwisko autora lematu. Jest to spowodowane pewnym zwyczajem. Mianowicie
przyjeto, ze w jego nazwisku po literze K wystgpuje tzw. niemieckie 0 umlaut. Poniewaz byt on Wegrem nad
literka 0 powinien by¢ podwojny akcent, jak pokazatem. Dostosuj¢ si¢ jednak w dalszej czesci pracy do

Zwyczaju.



DRZEWO T = (U; R) := zbiér U wraz z relacja binarng R okreslong w U, gdy
spelnione sg nastepujace wtasnosci
e R jest relacja czgsciowego porzadku (zwrotna, przechodnia, stabo
antysymetryczna),
e w U istnieje element najmniejszy wzgledem R.
o Zbior Gy = {y: yRx} jest dobrze uporzadkowany przez relacje R, dla

dowolnego x.’

DF. GALAZ DRZEWA T := zbiér X < U dobrze uporzadkowany przez R
taki, ze nie istnieje zbior dobrze uporzagdkowany w T zawierajacy X jako swoj

podzbidr whasciwy.

Niech dane bedzie drzewo T = (U; R).

DF. Punktem drzewa T nazywamy element zbioru U.

DF. Gdy xRy oraz nie istnieje taki punkt z, ze xRz oraz zRy, to element y
nazywamy bezposrednim nastepnikiem punktu x, za$§ x -- bezposSrednim

poprzednikiemy.

Z definicji drzewa widaé, ze dany punkt X moze mie¢ wigcej niz jeden

bezposredni nastepnik, ale tylko jeden bezposredni poprzednik.

DF. Punkt y drzewa nazwiemy nastepnikiem punktu x wiw gdy xRYy.

Dany punkt drzewa moze mie¢ wiele nastepnikoOw. Zatem szczegdlnym

przypadkiem nastgpnika jakiego$ jest bezposredni nastgpnik.

s Ogolniejsze pojecie teoriomnogosciowe mozna znalez¢é na przyktad w Kuratowski, Mostowski, ss. 303-304.
Pisza oni, ze ,,[n]ietatwo jest wskazaé Zrodlo tego pojecia”.



DF Przodkiem drzewa T nazywamy punkt drzewa T, ktdry nie posiada
bezposredniego poprzednika. W drzewie przodek jest elementem najmniejszym
wzgledem relacji R 1 jest tylko jeden.

DF. Drzewo nazywamy drzewem dwdjkowym, gdy dowolny punkt posiada co
najwyzej dwa bezposrednie nastepniki.

DF. Punkt koncowy. Punkt drzewa T nie posiadajacy zadnego bezposredniego

nastepnika nazywamy punktem koncowym drzewa T.

DF. Poziom drzewa. Jesli T jest dowolnym drzewem z przodkiem A, to mozna
zdefiniowaé¢ poziomy drzewa T, ktérymi sg podzbiory U. Poziom 1 = {A}.
Poziom N+1 tworza wszystkie bezposrednie nastepniki wszystkich punktow

poziomu N.

Korzyscig bezposrednia z definicji poziomow drzewa jest mozliwo$¢
dowodzenia twierdzen o drzewach przez indukcj¢ ‘biegnaca’ po poziomach
drzewa.

DF. Drzewo skonczone. Drzewo T nazywamy drzewem skonczonym, gdy

zbior wszystkich punktow drzewa T jest zbiorem skonczonym.

DF. Drzewo nieskonczone. Gdy zbior wszystkich punktéw drzewa T jest

zbiorem nieskonczonym, to drzewo T nazywamy drzewem nieskonczonym.

Termin nieskoficzony w odniesieniu do zbioréw jest réznie definiowane. °

DF. Symbolem |X]|, gdy X jest zbiorem, oznaczamy licznos¢ (liczb¢ elementow)
zbioru X i nazywamy liczba kardynalng zbioru X.

DF. Zbior X nazywamy skonczonym, gdy istnieje takie ieN, ze [X[=i.

DF. Zbi6r X nazywamy nieskonczonym, gdy nie jest skonczony.’

® por. Kuratowski, Mostowski ss. 111-115.
" Poréwnaj odcinek 4 niniejszej pracy. Intuicjonistycznie nie jest tak.



DF. Zbior X nazywamy nieskonczonym w sensie Dedekinda gdy X zawiera
podzbior Y taki, ze ciag f: N — Y jest roznowartosciowy.®

Z teorii mnogosci (wraz z aksjomatem wyboru) wiadomo, ze oba pojecia
nieskonczonos$ci sg rownowazne. Doktadniej pewnika wyboru wymaga przejscie
od zbioru nieskonczonego do zbioru nieskonczonego w sensie Dedekinda.’

DF. Zbior X nazywamy przeliczalnie nieskonczonym, gdy istnieje bijekcja f: N
— X. Mowiagc inaczej zbior X jest przeliczalnie nieskonczony gdy jest
rownoliczny ze zbiorem N, tzn. gdy, |X| = N].

Istnienie zbioru nieskonczonego gwarantuje w teorii mnogosci aksjomat
nieskonczonosci

X [T € x A VY (yex = (Y {y}e X))] .

UWAGA. Od teraz, jesli nie zostanie to inaczej zaznaczone, piszac zbiOr
nieskonczony bedziemy rozumieli zbior przeliczalnie nieskonczony W sensie

Klasycznym.

DF. Drzewo T nazywamy skonczenie generowalnym, gdy kazdy punkt drzewa

T ma tylko skonczenie wiele bezposrednich nastepnikow.

2.2 Sposéb drugi na wprowadzenie pojecia drzewa:

Pojecie drzewa mozna wprowadzi¢ wychodzac od pojecia grafu.

DF. Grafem nieskierowanym nazywamy zbior punktow (zwanych
wierzchotkami) wraz z odcinkami (zwanymi krawedziami) taczacymi niektore z

wierzchotkow.

8 Kto$ kto zna prace Dedekinda nie bedzie zadowolony z tej definicji. Scisle rzecz biorgc definicja
nieskonczonos$ci Dedekinda nie odwoluje si¢ do zbioru N.
% por. Kuratowski, Mostowski 114-115.



DF. Grafem oznakowanym nazywamy graf, w ktorym wierzchotki (i
krawedzie) sg specjalnie oznaczone.

DF. Sciezka grafu nazywamy ciag wierzchotkéw grafu potaczonych
krawedziami.

DF. Cyklem grafu nazywamy Sciezke tego grafu, ktérej pierwszy i ostatni
wierzchotek sg identyczne.

DF. Cykl grafu nazywamy prostym gdy zawiera co najmniej trzy wierzchotki i
zaden wierzchotek nie wystepuje w nim wigcej niz raz, oprocz wierzchotka
pierwszego i ostatniego. DF. Graf nazywamy spojnym gdy dowolne jego dwa
wierzcholki sg polaczone Sciezka.

DF. Drzewo := graf spojny, bez cykli prostych.

Zachodzi nastepujace twierdzenie, zwane lematem Koniga:

Lemat Koéniga
Kazde drzewo T = (U; R), ktoére jest nieskonczone (przeliczalnie) 1 skonczenie

generowalne, ma galaz nieskonczong.

Dowod:*°

(1) Symbolem Ny oznaczmy zbidr wszystkich nastepnikow (niekoniecznie
bezposrednich) punktu x drzewa T.

(2) Punkt x drzewa T nazywamy dobrym wtw |N,| = |N|. Punkt x drzewa T
nazywamy ztym, gdy nie jest dobry tzn. [Ny| = k, dla pewnego keN.

(3) Przodek sy drzewa T jest dobry, bo |[U| = |N| i zatem |Ng| = |N|.

(4) (*) Jesli dowolny punkt x drzewa T jest dobry, to istnieje jego bezposredni,
dobry nastepnik. Niech wszystkimi bezposrednimi nast¢gpnikami x bedg punkty
Y1, Y2, ..., Yn. Jest ich skonczenie wiele, co wynika ze skonczonej generowalnosci

drzewa. Gdyby wszystkie te punkty byly zte, to wtedy zbior punktéw drzewa

% Dowdd za Smullyanem i Konigiem. Por. [Smullyan 1995; 32].



(...(Nys U Nyp )u... U Ny ) bylby skonczony (bo skonczona suma zbiorow
skonczonych jest zbiorem skonczonym). Wtedy jednak punkt x nie bytby dobry
lecz zty.

(5) Budujemy teraz indukcyjnie ciag G (gataz) punktow drzewa: sy — przodek
drzewa. Jesli ciag (galaz) jest skonstruowany do punktu sy, to bierzemy dobry
nastepnik punktu sy (taki punkt istnieje na mocy (4)) i dotgczamy do
budowanego ciggu G jako Sg+1.

(6) Ciag G jest nieskonczony, bo w przeciwnym razie jaki$s punkt drzewa nie
mialby bezposredniego, dobrego nastepnika (niezgodne z (4)) lub cate drzewo
byloby skonczone (niezgodne z zatozeniami).

[]

Jako ciekawostke przytaczam definicje drzewa, ktora podaje Smullyan:*!
Drzewem T nazywamy kolekcj¢ nastepujacych obiektow:
1. Zbior X, ktorego elementy nazywamy punktami,
2. Funkcja f, ktéra kazdemu punktowi X przyporzadkowuje liczbg dodatnig
f(X) zwang poziomem x-a,
3. Relacja binarna xRy okreslona w X, ktorg czytamy ,,x jest poprzednikiem
y” lub ,,y jest nastepnikiem x”. Relacja R musi spetnia¢ nastepujgce
warunki:
e istnieje jedyny punkt a; o poziomie 1, ktoéry nazywamy przodkiem
drzewa,
e kazdy punkt r6zny od przodka ma jedyny poprzednik,
e dla dowolnych punktow x, y: jesli y jest nastepnikiem X,
to f(y) = f(x) + 1.[]

Inne wersje Lematu:

' Por. Smullyan 1995, s.3. Smullyan nazywa to drzewo nieuporzadkowanym. Poming obecnie ta kwestie.



3.

dla skonczenie generowalnego, nieskonczonego drzewa T: jesli dla
kazdego Kk istnieje przynajmniej jeden punkt drzewa poziomu k, to drzewo

musi zawiera¢ przynajmniej jedng nieskonczong gataz.

dla skonczenie generowalnego drzewa T: jesli kazda galaz jest skonczona,

. . . . . 4 4 : b 12
to istnieje ograniczenie gorne na dtugosci galezi drzewa.

dla skonczenie generowalnego, nieskonczonego drzewa T: jesli nie
istnieje skonczone ograniczenie gorne na dtugosci gatezi drzewa, to

Istnieje co najmniej jedna galaz nieskonczona.

PrzejdZzmy teraz do intuicjonistycznej charakterystyki drzewa. Obecnie

ograniczymy naszg uwage do drzew binarnych, czyli mowa bedzie o ciggach

zero-jedynkowych. Drzewo binarne jest poddrzewem pelnego drzewa

binarnego, ktére ma dwa nastepniki dla kazdego punktu.” Nastepujacy ciag

definicji doprowadzi nas do twierdzenia o wachlarzu:**

a) Oznaczenia:

{0, 1}* - zbior wszystkich skonczonych ciggéw binarnych oznaczanych n,
m, p.

In| - dtugosé ciagu n.*

n*m - konkatenacjanim tzn., ze jesli n=(n(0),...,n(I-1))i m=
(m(0),..., m(k — 1)), wtedy n*m = (n(0),..., n(l — 1), m(0),..., m(k — 1)),
gdzie k, | eN.

jeslii € {0, 1}, to n*i oznacza n*(i) oraz i*n oznacza (i)*n.

a, f --- oznaczaja nieskonczone ciagi binarne.

12 porownaj te wersje z wersja twierdzenia o wachlarzu ponizej.

13 Jest chyba jaki§ problem ze zrozumieniem intuicjonistycznego pojecia drzewa. Na przyktad Dummett w
ogoblnie w tej partii rozwazan nie definiuje pojg¢cia drzewa w przeciwienstwie do Troelstra, van Dalen.

Y Por. Berger, ss. 2-5.

1 Nalezy zwroci¢ uwage na to, by rozréznié te funkcje od liczby kardynalne;.



o ak:=(a(0),..., a(k —1)).
b) Definicje:

DF. Podzbior X zbioru {0, 1}* jest odrywalny (detachable) jesli istnicje
funkcja

f: {0, 1}* — N taka, ze: Vn (n € X =f(n) = 0);'®
DF. Podzbidr X zbioru {0, 1}* jest domkniety na ograniczenia gdy vn, m
(n*me X —>

n e X);
DF. Podzbiér X zbioru {0, 1}* jest nieskonczonym drzewem jesli jest:
odrywalny, domkniety na ograniczenia i spelnia warunek VKk 3n (jnf =k A n
e X);
DF. Podzbior X zbioru {0, 1}* jest rozprzestrzenieniem (spread) jesli () e
X' oraz

vn (n e X — Ji € {0, 1} (n*i € X)).
DF. Ciagg a jest nieskonczong $ciezkg zbioru X jesli Vk (ak € X).
DF. Jesli Y jest odrywalnym podzbiorem Y zbioru {0, 1}* to powiemy, Ze
jest zamkniety na rozszerzeniagdy vVn,m(n € Y — n*m € Y);
DF. Odrywalny podzbior Y zbioru {0, 1}* nazywamy sztaba (bar) jesli: Va
3k (ak € Y);
DF. Sztaba jest uniwersalng sztaba jesli: 3| Voa3k <1 (ak € Y).
DF. Wachlarz jest skonczenie generowalnym rozprzestrzenieniem (finitely
branching spread) tzn. rozprzestrzenienie X jest wachlarzem, jesli spelnia
warunek

vn e X 3k Vi (%i e X—> i <k).[]

1® Inna posta¢ odrywalnosci zbioru X: Vn (n € X v n ¢ X).
7 Ciag pusty jest elementem rozprzestrzenienia.



Twierdzenie o wachlarzu (Fan Theorem - FT)
Dla dowolnej sztaby Y wachlarza X: kazda sztaba Y jest sztabg uniwersalng

wachlarza X.**

Inne wersje'® twierdzenia o wachlarzu:

e (ogolniejsze dla dowolnych ciagow™) Je§li X jest wachlarzem i dla
kazdej nieskonczonej $ciezki oo w X istnieje poczatkowy cigg ok
spelniajacy rozstrzygalng wilasnos¢ A, to istnieje jednorodne
ograniczenie gorne na rozwazane k.”* Symbolicznie: Vn (An v —An)
A Va 3l A(al) > 3k Va Ji<k A(ad).

e Wersja ogolniejsza bez warunku odrywalnosci: Vo 3l A(al) - 3k Vo
Ji<k A(ai).

e Jeszcze ogolniejsza wersja: fan(X) A Va 3l A(a, 1) —» 3k Va i<k
A(a, 1), gdzie fan(X) w sposdb formalny wyraza to, ze X jest
wachlarzem. Ta wersja nie jest klasycznie prawdziwa.*

e Intuicyjnie FT jest kontrapozycja lematu Koniga: jesli kazda gataz
skonczenie generowalnego drzewa jest skonczona, to drzewo jest

skonczone.

Ogolnie nalezy stwierdzi¢, ze intuicjoniSci nie utatwiajg zadania badaczom
chcacym si¢ zapozna¢ z intuicjonistycznymi wynikami. Wedle mojego
osobistego doswiadczenia, a nie jestem matematykiem, rozni autorzy w rdzny
sposOb przedstawiajg niektore problemy w obrebie intuicjonizmu. Dlatego

niekiedy dla kogos, kto si¢ z intuicjonizmem spotyka po raz pierwszy, trudno

18 Zob. Berger, s 5.

YW tym przypadku nie sa one rownowazne z powyzej sformutowana wersja o sztabie. Por. Troelstra, van Dalen
ss. 217-220. Te wersje sa wg. intuicjonistow klasycznie akceptowalne. Istnieja jednak wersje Fan Theorem,
ktore nie sg klasycznie akceptowalne, por. Beeson, s. 51, przypis 6 oraz Troelstra, van Dalen ss. 218-219.

2% Por. Troelstra, van Dalen ss. 217-218.

%! Ta wersja dla dowolnych ciagow liczb jest klasycznie rownowazna z wezesniej sformutowana wersja lematu
Koniga. Dowodd w jedna strong podaja Troelstra, van Dalen s. 218.

22 Zob. Troelstra, van Dalen s. 219. Kwantyfikuje si¢ po elementach drzewa i po $ciezkach.



jest stwierdzi¢ rownowazno$¢ pewnych prezentacji. Status Fan Theorem jest w
intuicjonizmie do$¢ szczegdlny. Brouwer potrzebowal takiego twierdzenia do
zbudowania swojej teorii kontinuum. Jak zauwaza Beeson Fan Theorem wynika
z Bar Induction Bouwera, dlatego wlasnie nazwany jest twierdzeniem, a jako
pierwszy dowiodt go S. Kleene.”® Jednak status Bar Induction nie jest zbyt
jasny, gdyz jej dowdd nie jest powszechnie akceptowany. Czasem twierdzenie o
wachlarzu jest traktowane jako nieklasyczny aksjomat intuicjonizmu

(konstruktywizmu).?*

Intuicjonisci rozwazaja stabsza wersje lematu Koniga tzw. Weak Konig’s

Lemma (WKL) ograniczona do drzew binarnych o postaci:*®

Weak Konig’s Lemma (WKL)

. . ) . . ) ;e 26
Kazde nieskonczone drzewo binarne ma nieskonczong $ciezke. "]

Istnieje pewna zasada, zwana Lesser Limited Principle of Omniscience
(LLOP) o postaci:
Dla dowolnego ciggu binarnego (ay, ay, as, ...) w ktérym co najwyzej jeden
element réwny jest 1, to albo a, = 0 dla wszystkich parzystych k albo a, = 0 dla

wszystkich nieparzystych k.

Zasada ta opiera si¢ na prawie wylaczonego S$rodka przez co nie jest
akceptowalna intuicjonistycznie. Zachodzi nastepujacy fakt:
WKL implikuje LLOP.[]

% Por. Beeson, s. 51. Istota twierdzenia o wachlarzu ma byé to, ze nie wszystkie ciagi wyboréw (choice
sequences) sa rekurencyjne. Z tego powodu FT jest sprzeczny z Teza Churcha w rozumieniu intuicjonistycznym.
2 Taki przypadek rozwazaja Troelstra, van Dalen.

% przejécie do drzew binarnych w istocie nie ogranicza rozwazan. Por. Troelstra, van Dalen ss. 219-220.

% Rownowazna wersja, ktora rozwazaja intuicjonisci: Kazde poddrzewo pelnego drzewa binarnego, ktére nie

jest jednorodnie ograniczone, posiada galaz nieskonczong. Por. takze Kuratowski, Mostowski s. 312.



Dowad: (Bridges)

Niech {a}> bedzie ciggiem binarnym w ktdérym co najmniej jeden element jest
rowny 1. Definiujemy drzewo T: Przodek nalezy do drzewa T. Dla dowolnej
liczby naturalnej k, jesli a; = 0 dla wszystkich 1<k, to a(k) = 0 oraz B(k) = 1. Jesli
zaS ax = 1 1 Kk jest parzyste, to dla kazdego 1>k, o(l) = 0 i B(I) jest
niezdefiniowane: jesli za$ a, = 1 oraz kK jest nieparzyste, to dla kazdego 1>k, a/(l)
jest niezdefiniowane i B(I) = 1. Drzewo T jest skonczenie generowalne i
nieskonczone. Zaldézmy, ze posiada galaz nieskonczong. Jesli ta galezig jest a, to
ax = 0 dla wszystkich nieparzystych k; jesli tg galezia bedzie B, to a, = 0 dla
wszystkich parzystych k.[J

Dla drzew binarnych cze$¢ dowodu lematu Koniga oznaczona gwiazdka jest
(wg. intuicjonistow) niepoprawna.’” Nie jest tak z tego powodu, ze uzyto
rozumowania niewprost. IntuicjoniSci akceptujg niektére rozumowania
niewprost np. uznajg, ze jesli ,,A prowadzi do sprzeczno$ci”, to ,,A jest
fatszywe”. Natomiast nie uznajg, ze z ”—A prowadzi do sprzeczno$ci” wynika
logicznie ,,A jest prawdziwe”. Raczej w dowodzie WKL niepokoi ich
dychotomia postaci ,lewa galagz drzewa jest nieskonczona lub prawa gataz
drzewa jest nieskoficzona”.”® Przyjecie tej dychotomii mogloby (wg.
intuicjonistow) skutkowaé rozstrzygnieciem problemu stopu.”

Przedstawione stanowisko odnosnie do lematu Ko&niga 1 twierdzenia o
wachlarzu pochodza z ksigzek napisanych w latach siedemdziesigtych i
osiemdziesigtych ubieglego stulecia. Co najmniej od roku 2005 dziata grupa
intuicjonistow do ktorej zaliczajg si¢ migdzy innymi J. Berger, H. Ishihara, P.
Schuster, D. Bridges, H Schwichtenberg, ktorzy badaja FT 1 WKL w obrebie

tzw. constructive reverse mathematics. Ich badania doprowadzily do wielu

27 Zob. strona 5.

% Ta uwaga odnosi si¢ do dowodu wersji WKL z przypisu 26 niniejszej pracy. To sformulowanie podaja
intuicjonisci. Analogiczne sformutowanie znajdujemy w Kuratowski, Mostowski 312-315.

% Mozna przeszuka¢ zbior nieskonczony.



interesujagcych rezultatow. Jednym z nich jest to, ze Fan Theorem jest

konstruktywnie rownowazny pewnej stabszej wersji WKL.*

4.  Dysponujgc powyzszym materialem przejdziemy obecnie do proby
argumentacji za gldéwna tezg pracy. Hilbert podat schemat aksjomatéw podmiotu
matematycznego 1 uwazal, ze badania nad nim nalezg do filozofii a nie
matematyki.®* Aksjomat przedstawiam w rozbiciu na segmenty:*
AH1 Ja mysleg.
AH2 Mysle rzeczy (lub o rzeczach).
AH3 Za pomocg (prostych) znakow moge:

e oznacza¢ nimi pomys$lane rzeczy,

e rozpoznawac ponownie uczynione znaki,

e dobiera¢ znaki w sposob (do)wolny.
AH4 Prawa operowania poj¢ciami rzeczy 1 operowania znakami moge opisac

zupehie.

AHS5 Mam zdolnos¢ samorefleks;ji.

Dlatego nazywam go schematem, gdyz wigkszo$¢ terminow w nim
wystepujacych ma intuicyjne znaczenie.** Doprecyzowanie przynajmniej
niektérych z nich pozwoli na uzyskanie Kilku charakterystyk odmiennych
podmiotéw mogacych uprawia¢ matematyke. Szczegodlnie jesli doprecyzujemy
terminy mysle oraz rzeczy, to uzyskamy interesujacy rezultat. Zazwyczaj posrod

réznic pomiedzy platonizmem, jako filozofia matematyki klasycznej

% Por. artykut Schwichtenberga.

%! Hilbert podat schemat aksjomatoéw podmiotu matematycznego i uwazat, ze badania nad nim naleza do filozofii
a nie matematyki w nieopublikowanym wyktadzie pt. Logische Prinzipien des mathematischen Denkens z 1905
r., zanotowanym przez Ernsta Hellingera i M. Borna.

%2 Hilbert sformutowal ten aksjomat. Nazywal go aksjomat aksjomatem istnienia Inteligencji. Zwroémy uwage
na to, ze Hilbert (nazywajac go aksjomatem) musiat dopuszcza¢ mozliwos¢ jakiego§ wnioskowania na jego
podstawie.

% Mowiac o schemacie mam co$ innego na mysli niz np. schematy aksjomatow w logice. J. Dadaczynski zwrécit
moja uwage na to, ze aksjomat ten Hilbert przejat prawdopodobnie od G. Veronese. Dadaczynski zaproponowat
by badania nad tym aksjomatem (i pokrewne) nazywac protomatematykq.



(oficjalnej), a intuicjonizmem jako filozofia matematyki intuicjonistycznej
wymienia si¢ nastepujace:

e odmienne uniwersum dyskursu®: dla platonizmu sa to obiekty
abstrakcyjne (poza- czasowe, poza-przestrzenne, poza-mentalne), zas$ dla
intuicjonizmu sg to konstrukcje podmiotu (mentalne i przynajmniej
niektore z nich nie sg poza-czasowe);

e odmienna logika: odpowiednio klasyczna i intuicjonistyczna, co skutkuje
odmiennym pojeciem dowodu; prawa logiki sg tutaj rozumiane jako
prawa myslenia;

e odmienne pojecie prawdy w platonizmie obowigzuje definicja
korespondencyjna prawdy (zdanie jest prawdziwe jesli zgodne z
rzeczywistoscig), za§ w intuicjonizmie obowigzuje kryterialna definicja
prawdy (zdanie jest prawdziwe jesli istnieje konstrukcja bedaca jego
dowodem);®

e odmienne pojgcie nieskonczonosci: odpowiednio aktualna w platonizmie

(potencjalna rowniez), w intuicjonizmie tylko potencjalna.

Mamy zatem dwie bardziej szczegotowe wersje schematu Hilberta:
a) Podmiot klasyczny.
AHKI1 Ja mysle.
AHK?2 Mysle o obiektach abstrakcyjnych. Prawa mojego myslenia koduje
logika klasyczna.
AHK3 Za pomocg (prostych) znakéw moge 1 musze:
e oznaczac¢ nimi obiekty abstrakcyjne,
e rozpoznawa¢ ponownie uczynione znaki,

e dobiera¢ znaki w sposob (do)wolny.

¥ Uniwersum dyskursu rozumiane jest tutaj nietechnicznie jako to, o czym sie w teorii mowi.

% Nalezy podkreslié to, ze w konsekwencji zdania matematyczne klasycznie dziela si¢ na prawdziwe i falszywe.
Dowdd jest jedynie kryterium prawdziwosci pozwalajacym zaliczy¢ dane zdanie do grupy prawdziwych. W
intuicjonizmie posiadanie dowodu jest definicja prawdy i kryterium prawdy rownoczesnie.



AHK4 Praw operowania pojg¢ciami rzeczy i operowania znakami nie moge
o . 36
opisa¢ zupetnie.

AHKS Mam zdolno$¢ samorefleks;ji.

b) Podmiot intuicjonistyczny.
AH1 Ja mysle to znaczy konstruujg.
AH2 Mysle o moich konstrukcjach. Prawa mojego myslenia opisuje logika
intuicjonistyczna.
AH3 Za pomocg (prostych) znakow moge:
e oznacza¢ nimi skonstruowane rzeczy,
e rozpoznawac ponownie uczynione znaki,
e dobiera¢ znaki w sposob (do)wolny.
AH4 Praw operowania konstrukcjami i operowania znakami nie mogg opisac
zupehnie.
AHS5 Mam ograniczong zdolno$é¢ samorefleks;ji.*’

Podsumowujac ten fragment rozwazah o podmiocie mozna wyciggnac
wniosek nastepujacy: nie moze by¢ mowy o sprzecznosci pomiedzy MKL 1
MINT, gdyz po prostu mowig o czym innym. Odmienne jest uniwersum
dyskursu, gdyz na przyktad obiekty badane przez intuicjonistow sg
konstrukcjami umyshu, za§ platonskie obiekty sa poza-umystowe. Po drugie
obiekty matematyczne platonskie sg poza-czasowe (czasem uzywa si¢
angielskiego  omnitemporal), podczas gdy wedlug Brouwera zadne (czy

przynajmniej niektére) obiekty nie sa omnitemporal.®

Wydaje mi si¢ to by¢
prostym 1 waznym spostrzezeniem. Skutkuje to miedzy innymi roéznymi
zbiorami twierdzen tych matematyk (liczba mnoga!), a co za tym idzie fatlszywa

zdaje si¢ by¢ przestanka pierwsza mowigca o jednej matematyce 1 przestanka

% 7 powodu twierdzenia Godla o niezupetosci.

¥ Ograniczenie to wywodzi si¢ stad, ze intuicjoniéci maja np. klopot z dowodem (za pomocg metod
intuicjonistycznych) twierdzenia o petnosci dla rachunku pierwszego rzedu.

% Kwestia sprecyzowania odmiennosci uniwersum wymaga doprecyzowania.



trzecia (rozumowania ze strony pierwszej). Pozostale roznice sg
konsekwencjami faktu roéznych uniwerséw oraz sposobu docierania przez
podmiot do obiektow uniwersum. Chciatbym si¢ w tym miejscu zatrzymac
dhluzej na odmiennym sposobie rozumienia nieskonczonosci. W klasycznym i
niektorych intuicjonistycznych sformutowaniach lematu Koniga termin
nieskonczony pojawia si¢ dwukrotnie, raz w odniesieniu do drzewa, raz w
odniesieniu do gatezi. Pojecie odpowiadajace temu terminowi jest rdzne w obu
matematykach (i filozofiach lezacych u ich podstaw). Owa roznica w
rozumieniu witasnie wydaje si¢ byC¢ przyczyng odrzucenia dowodu lematu
Koniga przez intuicjonistow. Mowigc skrotowo 1 niescisle, klasycznie mozna
przejs¢ od (aktualnie) nieskonczonego drzewa do nieskonczonej galezi, gdyz
nieskonczono$¢ mamy zagwarantowang zalozeniem wyst¢pujagcym w lemacie,
za$ intuicjonistycznie nieskonczonos$¢ drzewa nie gwarantuje nieskonczonosci
galezi.

Ponizej prezentuj¢ gldwne cechy nieskonczonosci w obu filozofiach (i

matematykach) i staram si¢ podac ich zastosowanie do WKL .
[1] Ujecie klasyczne nieskonczonosci:

e aktualna tzn. istniejgca jako completed: gwarantuje to aksjomat
nieskonczonosci, zalozenie WKL gwarantuje istnienie aktualnie
nieskonczonego drzewa,

e podmiot ,,uchwytuje” nieskonczong strukture jako obiekt dany
roOwnoczesnie: ,,uchwytuje” nieskonczone drzewo jako dane i gotowe,

e istniejg zbiory nieskonczone dowolnej mocy,

e ciggi jako nieskonczone obiekty s dane jako gotowe, nieskonczona gatgz
jest takim ciggiem, jest ona ,konstruowana” (tak mowig czasem
matematycy z obozu MKL) indukcyjnie, ale z pomocg aksjomatu

wyboru, *

%9 Widac z tego, Ze klasycznie rowniez mozna mowic¢ o konstruowaniu.



e gotowa nieskonczona struktura ma jako swe elementy obiekty
abstrakcyjne tzn. nie-przestrzenne, nie-czasowe, nie-mentalne.

[2] Ujecie intuicjonistyczne: *

e potencjalna tzn. nieukonczona: drzewo jest w kazdym momencie
skonczone, ale nieustannie rozbudowywane, podmiot ,,uchwytuje” proces,
ktory generuje nieskonczong strukture: ,,uchwytywanie” tego procesu jest
pozyskaniem skonczonego opisu,

e aby uzna¢, ze proces generuje nieskonczong strukture nalezy wykazac, ze
proces si¢ nie skonczy (terminate):

e gody jakas procedura si¢ zakonczy, to mozna méwic o istnieniu gotowej
struktury 1 odr6zni¢ ja od samej procedury: ani nieskonczonego drzewa,
ani nieskonczonej gatezi nie mozemy odroézni¢ od procedur, ktore je
generuja,

e w danym momencie znamy tylko skonczony segment struktury, ktorg

proces generuje, elementy danych struktur sg mentalnymi konstrukcjami.

Jak juz wspomniano intuicjonisci nie twierdzg, ze WKL jest falszywy, jedynie
odrzucajg jego dowod. Uwazaja, ze istnienie funkcji réznowartosciowe] ze
zbioru N w X jest mocniejszym stwierdzeniem od tego, iz ,,X nie jest
skoficzonym zbiorem”. Jesli bowiem X nie jest skonczony, to nie istnieje
bijekcja z X na poczatkowy odcinek zbioru N dla pewnego k. Stad jednak
intuicjonistycznie nie wynika, iz X jest nieskonczony, gdyz to znaczy, ze istnieje
funkcja roznowartosciowa z N w X. W matematyce oficjalnej podstawg do
uznania istnienia takiej funkcji jest czesto aksjomat wyboru — intuicjonistycznie
odrzucany. Z taka sytuacja spotykamy si¢ w przypadku dowodu lematu Koniga.
Intuicjonistycznie nie jest poprawne przejscie od tego, ze ,nie jest tak, iz

wszystkie gatezie sg skonczone” do tego, ze ,istnieje galaz nieskonczona”.

“0'W niektorych sformutowaniach intuicjonistycznej teorii mnogosci sformutowanie aksjomatu nieskonczonosci
wyglada doktadnie tak samo jak w Kantorowskiej teorii mnogosci. Poniewaz zalozono intuicjonistyczng logike
kwantyfikator egzystencjalny nalezy rozumie¢ konstruktywistycznie.



Zatem nawet jesli uzyjemy matematyki oficjalnej (tame mathematics) w
dowodzie lematu Koniga przejscie od tego, ze ,nie jest tak, ze wszystkie
galezie drzewa sg skonczone”, do ,jakas galaz jest nieskonczona” wymaga

uzycia aksjomatu wyboru.

5. Przyjrzyjmy si¢ pokrotce powyzsze] argumentacji. Najpierw przestawilem
krytykowane wnioskowanie, ktore prowadzi do konkluzji o sprzecznos$ci
pomiedzy MKL 1 MINT. Nastepnie pokazatem w jaki sposéb do pojecie drzewa
1 lematu Koniga dochodzi MKL oraz jak do pojgcie drzewa i1 twierdzenia o
wachlarzu dochodzi MINT. Te rozwazania majg pokazac jak dalece znaczenia
terminow uzytych w sformutowaniu WKL ro6znig sie w przypadku obu
matematyk. Wazng konsekwencjg takiego stanu rzeczy jest falszywos¢
pierwszej przestanki wspomnianego wnioskowania moéwigcej 0 jednej
matematyce. Nastepnie poszukujac glebszych réznic probowalem pokazac, ze
MKL i1 MINT nie sg sprzeczne z powodu roznych uniwerséw dyskursu, a w
szczegolnosci rdéznicy w pojmowaniu nieskonczono$ci. Rowniez podmioty
presuponowane przez obie matematyki sg rézne. Powyzsza praca jest jedynie
rodzajem anonsu, czy tez pierwszego przyblizenia, dotyczacego dalszych
rozwazan tych problemow. Zamierzam im poswigci¢ obszerniejsza rozprawe.
Zdaje sobie sprawe, ze wiele z nich wymaga gruntownego przemyslenia i

dopracowania.
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